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Cadeias de Markov em tempo continuo (S enumerdvel)

Processos de salto (ndo necessariamente Markoviano):
processo passa periodos de tempo numa sucessio de estados; ao
final de cada visita a dado estado, salta para o préximo estado.

Trajetdrias continuas/constantes a direita.
Distribuicdo de (Xt):c[o,c) determinada pelas distribuicdes finito
dimensionais

P(Xy, =x1,.. ., Xt, =x), 0< g <+ < 'tp, X1,...,%, €S, n>1.
Ex. Dado x € S,
P(X; = x para algum t > 0)
=1—-1limy5eo Z)q,...,xn;éx P(Xy, = x1,...,Xg, = Xn),

onde g1, @2 ... € uma enumeracdo dos nimeros racionais.



Processo de saltos
Seja T; o tempo gasto na /i-ésima visita do processo, i = 1,2,.. ;
T,>0,i=1,2,....

Sn =i, Ti = tempo do n-ésimo salto do processo, n =1,2,..;

So = 0.

[Sn—1,Sn) ... intervalo de duragdo da n-ésima visita do processo,
n>1.

Seja Y, = Xs,, n > 0. Entao
Xt =Yn se Sy <t<Spr1, n>0. (1)

(Yn)n>0: cadeia de saltos de (X).



Processo de saltos (cont)

Ha 3 possiveis comportamentos:

1) Sp < oo paratodon>1e S, — oo qdo n — oo.
Ent3o (X;) estd bem definido para todo t > 0.

2) T; = oo para algum i > 1. Seja n* = min{i > 1: T; = oco}.
Entdo Sp+_1 < 00 e Sp+ = 00, e (1) tb funciona; podemos tomar
n < n*.

3) Sp — ( < oo qdo n — co. Neste caso, o processo dd um
ndmero infinito de saltos em tempo finito, e (1) define (X;) para

t € [0,¢). E depois?

Uma saida é adicionar um ponto a S, digamos oo, e fazer X; = oo
para t > (.

Este é o chamado processo minimo (associado a (Yy) e (T;)).
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Propriedade de Markov

De novo, imporemos: dados 0 <ty < t; < --- < t, < th41 €
X0y o5 Xnp1 € S,

P(thﬂ = Xn+1 |th = Xpy oo Xpy = Xo) = ]Pxn(th+1—tn = Xn+1)- (2)

Notemos que, dados x € S e s, t >0
P(Ti>t+s|Ty>t) = Pu(Xesr =xVre|0,s]|X, =xV re]o,t])

Dp (X, =xVre[0s])=P(T1>s). (3)
Dizemos que T; exibe falta de memdria. Veremos abaixo que isto
restringe a distribuicdo de T; a uma forma especifica, a exponencial.

Obs. Segue igualmente de (2) que (Y,) também tem a propriedade de
Markov e homogeneidade temporal, como a cadeia em tempo discreto.
Além disto, Ty, Ts,... também exibem (marginalmente) falta de
memdria, e, dada (Y},), T1, Ts,... sdo independentes.



Distribuicdo exponencial
(Ingrediente essencial das CMTC)

T ~ Exp(\), A > 0: £(t) = fr(t) = Xe ™, >0

P(T >t)= ftoo e Asds = f;f e "dr = —e_r‘ii —e M t>0.

(Também admitiremos A = 0: T ~ Exp(0): P(T = o0) =1)
= [[CP(T > t)dt = [T e Mdt =1 [[CAe Mdt =
E(e™T) = [y" e the Mdt = H—)\ oo @+ X) e~ I+ )ty — 1%\

Teorema 1 (Falta de memdria)
Uma v.a. n3o negativa apresenta falta de memdria, i.e.,
P(T>t+s|T>s)=P(T>t)Vs,t>0,

se e somente se T ~ Exp(\) para algum A\ > 0.
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Dem. do Teorema 1

s —A(s+t) _
(<) le. (4) = EE = e 52 = e = 1d. (4)

(=) (4) & (T >t+s)=PB(T > t)B(T >s)Vs,t>0
P(T > kr)=P(T > (k—1r)P(T >r), ke N, reR"
P(T > (k=2)
Escolhendo k =ner = (5):
P(T>1)=[P(T>1)]" = B(T > 1) = [T > 1))

le
n

3

Tomando g = k/n, k,n € N, de (5) e (6):
B(T>q) = [P(T>1))" = [B(T > D]F =[BT > 1)°

NPT >NP=---=[P(T > r)*
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Dem do Teorema 1 (cont)

Fazendo A = — log (T > 1), segue que P(T > 1) = e~ *, e de (7)
P(T > q) = e 9, g € Q" = nlmeros racionais positivos. (8)
Dadot € R, t >0, sejam q1,...,9, < t < G1,..., Gn, tais que
limp_o0 gn = limy— o0 §o = t, e de (8)
e M =P(T > §,) <P(T >t) <P(T >gq,) =e "
Tomando limites:

e M = limp oo e~ N < ]P)(T > t) <limpoo e A = At U
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Teorema 2

Sejam Ty, Ty,... v.a.'s independentes tais que T; ~ Exp(}\;), e
facamos S =32, T;. Temos que

S & o0 se e somente se E(S)=>"721E(T) =>72, /\% < 0.
Dem. (<) Claro
(=) E(e™®) =E(e” 251 i) = E(limp_yoo €~ 21 1)
= limp 00 E(e™ 21 i) = limy 00 [11 E(e~T)
. n A o] 1 -1
= limpoo [ T4 T+ — {Hi:l (1 + T)}
=0, sezl-oil/\%:oo;

neste caso, e > =0qc= S = 00 qc

13



Teorema 3

Sejam Ty, Ty,... v.a.'s independentes tais que T; ~ Exp(\;).
Suponha que 0 < A\ := 3", \j < oo, eseja T =infj>1 T;.
Entdo, o inf é qc atingido em um (nico indice K.
Além disto, K e T s3o independentes, T ~ Exp()\) e
P(K=1()=2,¢>1
At
Dem. P(T; > t; T; > Tg, i # 0) = [° fr,() [T, P(Ti > 5) ds

=L [ Ne ods = e A AL (9)

Sendo P(A§) = % temos que P(Up>1AS) = > e>1 P(AY) =1, e
notemos que inf é tinico em nglAg. Logo
P(AD) =P(T > t,K =)

e a independéncia segue da fatoragdo em (9). O
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